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Аннотация 

В работе представлен метод количественного описания внутренней 3D-структуры природного образца (меймечит) 
на основе интегральной геометрии и алгебраической топологии. В качестве исходных данных используется 
микротомографическое изображение (разрешение — 51 мкм); изображение сегментируется по уровням 
рентгеновской плотности методом multi-Otsu, после чего для выделенных фаз извлекаются связанные компоненты 
и вычисляются инвариантные интегрально-геометрические характеристики — функционалы Минковского M₀–M₃  
и соответствующие им числа Бетти b₀, b₁, b₂. Предложен и проверен на устойчивость классификатор корректности 
сегментации на основе поведения M₀–M₂; детальная топологическая интерпретация комбинаций фаз позволила 
связать вычисленные топологические параметры с геологическими и минералогическими особенностями образца. 
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Abstract 
This study presents a method for quantitative description of the internal 3D structure of a natural sample (meimechite) based 
on integral geometry and algebraic topology. Microtomography (with 51 µm voxel resolution) was used as the source data. 
The image was segmented into phases according to X-ray density levels using the multi-Otsu method. For each phase, 
connected components were extracted, and invariant integral-geometric characteristics were computed — Minkowski 
functionals M₀–M₃ and their corresponding Betti numbers b₀, b₁, b₂. A segmentation quality classifier based on the behavior 
of M₀–M₂ was proposed and tested for stability. A detailed topological interpretation of combined phases allowed  
the identified topological signatures to be related to the geological and mineralogical features of the sample. 
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Введение 
Современные методы трехмерной визуализации внутренней структуры, в частности 

рентгеновская микротомография, открывают широкие возможности для исследования внутреннего 
строения минералов, горных пород и композитных материалов без разрушения образца. Такие методы 
позволяют получать детализированные объемные изображения, на которых фиксируются не только 
размеры и формы зерен, но и распределение фаз, наличие пор, трещин и каналов. Для интерпретации 
подобных данных требуется надежный математический аппарат, обеспечивающий количественное  
и воспроизводимое описание наблюдаемых структур. 

Традиционно для анализа микротомографических изображений применялись подходы, 
основанные на фрактальной геометрии, морфометрических характеристиках или статистическом 
распределении размеров частиц [1]. Однако в последние десятилетия все большее внимание уделяется 
методам интегральной геометрии и алгебраической топологии, которые позволяют описывать  
не только метрические, но и топологические свойства трехмерных объектов [2, 3]. Эти подходы 
оперируют с так называемыми функционалами Минковского, которые служат универсальными 
инвариантами формы и связности, а также с бетти-числами, отражающими число компонент связности, 
«туннелей» и замкнутых пустот в структуре. 

Одним из ключевых этапов такого анализа является сегментация изображения, т. е. разбиение 
исходного томографического объема на отдельные фазы по различию в рентгеновской плотности.  
Для этого применяются различные алгоритмы: от классических пороговых методов [4] до их многоклассовых 
модификаций [5], позволяющих автоматически находить оптимальные границы между фазами.  
В геологических задачах сегментация особенно критична, поскольку точность последующих 
вычислений напрямую зависит от корректного выделения минералов и их границ. 

На следующем этапе выделяются связные компоненты внутри каждой фазовой маски.  
Для этого применяются специализированные алгоритмы поиска компонент связности в трехмерной 
решетке, например, реализованные в библиотеке cc3d. Такой подход позволяет перейти от абстрактного 
бинарного изображения к конкретным объектам — зернам, порам, кластерам, — которые затем  
можно анализировать индивидуально. 

На выделенных объектах вычисляются функционалы Минковского (M₀–M₃) и связанные  
с ними бетти-числа. Эти показатели дают компактное, но информативное описание внутренней 
структуры: объем (M₀), площадь поверхности (M₁), интегральная средняя кривизна (M₂), а также 
характеристика Эйлера (M₃), связанная с топологической связностью. В геологических приложениях 
подобные характеристики позволяют, например, выявить особенности распределения минералов, 
оценить пористость и связанность каналов или установить наличие изолированных включений. 
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Таким образом, сочетание сегментации, выделения компонент связности и топологического анализа 
дает мощный инструментарий для количественного описания трехмерной микроструктуры. Данный подход 
уже доказал свою эффективность в исследованиях горных пород, пористых сред и композитов. В настоящей 
работе основное внимание уделено именно тому, как корректно провести сегментацию микротомографического 
изображения и каким образом рассчитанные на ее основе топологические параметры могут быть 
использованы для интерпретации геологических и минералогических особенностей образца. 
 

Материалы и методы 
Образец меймечита был выбран из-за присутствия множества различных включений. Включения 

и наличие нескольких рентгеноплотностных фаз делают образец удобной моделью для отработки 
методов многоклассовой сегментации и последующего топологического анализа. Съемка выполнялась 
на рентгеновском микротомографе в режиме спиральной реконструкции. Параметры съемки: — разрешение 
вокселя — 51 мкм; разрешение среза — 2024×2024 пикселя и итоговый объем из 436 срезов.  

Из исходного трехмерного изображения в оттенках серого были выделены рентгеноплотностные 
фазы. Для выбора порогов используется метод multi-Otsu (множественное расширение классического 
Otsu), который минимизирует внутриклассовую дисперсию при разбиении гистограммы на заданное 
число классов. После оптимизации порогов для каждой фазы получается бинарный объем (маска) этой фазы.  

Для каждой фазовой маски применяется алгоритм поиска связанных компонент — реализованый через 
библиотеку cc3d (функция connected components). В работе была использована 26-связность для минимизации 
расщепления тонких каналов. В результате был получен набор объектов-связных компонент, каждая  
из которых далее рассматривается отдельно при вычислении геометрических инвариантов.  

Для каждого объекта вычисляются четыре функционала Минковского в 3D: M₀ (объем V), M₁ 
(площадь поверхности S), М2 (интегральная средняя кривизна C) и М3 (характеристика Эйлера/Эйлера – Пуанкаре χ). 
M₃ — характеристика Эйлера – Пуанкаре χ = b₀ − b₁ + b₂). Практически M₀– M₂ дают непрерывные метрики 
формы и размера, а M₃ (и отдельные bᵢ) — дискретную топологическую информацию о связности, наличии 
туннелей и изолированных пустот. Функционалы Минковского и числа Бетти вычислялись  
с помощь общепринятых методов из библиотек Quantimpy и MatImage для Python и MATLAB. 
 

Результаты 
На примере меймечита было выделено 4 рентгеноплотностные фазы (соответствие минералам 

проверялось по известным описаниям и по распределению интенсивностей). После сегментации 
методом multi-Otsu-бинаризации каждая фаза была представлена отдельной маской; извлечение 
компонент показало разнообразие размеров: от единичных вокселей до объемных зерен размером 
миллиметрового порядка (в воксельном выражении).  

Вычисленные на связных компонентах функционалы M₀– M₂ продемонстрировали устойчивую 
и различимую группировку объектов по форме и объему; плоскостная аппроксимация этих метрик дала 
высокое R² для основных фаз, что использовано как независимая проверка топологической 
корректности сегментации.  

Анализ M₃ и чисел Бетти выявил: для оливина (фаза с выраженной зернистой структурой) — высокая 
b₁ (много «туннелей», каналов), для серпентинита — сеть, опоясывающая оливин, а для магнитита — множество 
мелких, почти изолированных включений (высокое b₀ и почти нулевое b₁). Сравнение сумм отдельных чисел 
Бетти и чисел Бетти объединенных фаз позволило формально доказать наличие каналов, заполненных 
одними минералами и окруженных другими.  
 
Выводы 

Подход, сочетающий сегментацию, извлечение связных компонент и вычисление функционалов 
Минковского вместе с анализом чисел Бетти, дает компактный и информативный набор 
количественных признаков для описания 3D-структуры пористых и зернистых материалов, в котором 
M₀– M₂ служат как метрики размера и формы, а M₃ и bᵢ дают прямую топологическую интерпретацию 
(количество изолированных объемов, туннелей и компонент). Сопоставление этих метрик между 
фазами и их комбинациями позволяет формулировать геолого-генетические  
гипотезы о формировании минеральных ассоциаций. 
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